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au moyen d'autres fonctions ; 
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« Je me suis proposé le problème suivant : 


» Fx,o,x, px, ..., 0,% étant des fonctions de x, trouver des coefficients 
constants Ag, A4, ..., An et un reste R, fonction de x, qui rendent exacte la 


relation ` 


(1) F£ =at 4, QE +a, pl +... + An Qr +R 


de x =a à x = a + H, aprés avoir, d’ailleurs, fixé les conditions que doivent 
remplir les fonctions proposées pour qu'une telle relation soit possible. 


» Solution. — I. Soient 9X, p,,,x deux nouvelles fonctions de x; 


posons 


(2) RESTE, 
(3) N2 = do Pol + A Pl +... + An QX + Anis Qnr ls 


Aos Ags se.) Any Anpi étant des paramètres arbitraires, et déterminons ces 
n + 2 paramètres par les n + 2 conditions suivantes : 
» 1° Que, pour x — a, on ait 


Eg PE CE E n PL IS Mo 
Pa Ta Aa a Sa m a 
» 2° Que, pour x =a + h (ASH), on ait de nouveau 


Fi = j'as si 
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(2) 


= d tS 3 l z ` d’é . d è 
Ao, Ai, +, 4,4, Seront donnes par le systeme d equations du premier 


degré 


Fa = Ao Pod + 4A, QA +... + An Qna Ansi Pny, 
F'a = Ao Q4 -+ A, p,a Mess An Qna IE An+1 Pr 
(A) {Fa = lo GA+A, Qa An QA + Anyi Pr, 


F(a+h)=a, pola + A)+a, olas h)+... | (a) 
| + An Qna + h) + anyi Qna (a + h) | Ë 


et seront, en dernière analyse, des fonctions de a et de k. Dans ces équa- 
tions, les n premières dérivées des fonctions Fæ, 95%, ...,0,.,æsont sup- 
posées finies et déterminées pour x = a, et ces fonctions elles-mêmes 
finies et déterminées pour x =a et x — a + h; elles devront être telles 
que les valeurs de à4,, 4a,, ..., a,,, données par (A) soient finies et déter- 
minées. La résolution du système (A) sous la forme ordinaire donne, pour 
le coefficient général a, | 


0 ! " u—-1 n 0(a+0 02) 
(4) PE | PoF Pa Pad ce iie 14 Fra finie Pnt Fna 
K Ta me, cf " n 0(4+004) 
| Yo CAP a sd i NÉS po a gh. a 95310 fn 4 Pari 3 | 


a 


CE LS en ME p 
les indices supérieurs, entre lesquels se font les permutations dans les dé- 
terminants, désignant des dérivées, et o(a + 6,h), où 0, = 1, indiquant 
qu'il faut prendre la dérivée d'ordre zéro ou la fonction elle-même et y 
faire æ = a + 0,h = a + h (cette notation est introduite pour établir la 
symétrie avec les notations ultérieures). 

II. Transportons, maintenant, dans l'expression (3) de y, les valeurs 
finies et déterminées (4) et considérons la nouvelle fonction 


(5) pr =y Va: 
Les équations (A) pourront s'écrire 
(RASE NUITS a aa 0 d'a =o, (a+ å) = 


Supposons, maintenant, que les fonctions EX, 05%, QX, ..., On X Soient 
finies et MS à ainsi que leurs y premieres derivées, de æ =a à 
x = a+ h(s£n+1).1len sera de même de 


(5) dr. g 


Dès lors, on aura, en vertu d’un lemme conni (') et des conditions (A’), 


!) Bertrand, Calçul différentiel, $ 273. 
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(3) 
la relation 
(6) pa + 000103...0,h) = 0 (= 0, PETERSI 


0,92, -0 étant des nombres compris entre zéro et l'unité, relation qui 


r 


peut aussi s'écrire 
F'(a + 0,0,...9,h) 
6) | ANa P Hu 
| + a g(a +00.0 h)... 
+ anti Phala + 000,...0,h) 


(ve 0,.r, 2, 48) 


» III. Si, à la place de la dernière équation (æ) du système (A), on 
substitue, maintenant, l'équation (7), on voit que 


(4) dy 

peut se mettre sous une forme nouvelle, celle qui résulterait de la résolu- 
tion du système formé des n + 1 premières équations (A) et de l’équa- 
tion (7). Il suffit évidemment, pour l'obtenir, de changer, dans (4), s 


o(a+6,h) en v(a+6,0,...8,h), 


ce qui donne + aiad 


j H —1 i u+! n a oval... A Kr 
(ee [p02 pie gaa -o puaa Fha purra e qua Qt] (u=—0,1,2,...,n,R +1), 
Le 7 1 ui Wu", pH v(a+060,...0 4 À 
[poa pie pre ee que qe phases. qua per AT [y —'o, 1,2, ,..,v, (Sna + 1)], 


v(a +0,0,...0,hk) indiquant qu'il faut prendre la dérivée vit et y faire 
x = a+ 0,0,...0,h au lieu de x — a. 

» IV. Soit inaintenant ®,,,x une fonction telle que, pour x =a, on 
ait 
(9) Pn =O, Puil, Pull ce, Qu = O 
[il y a une infinité de telles fonctions; la plus simple serait (x — a&)**!]. Le 


déterminant dénominateur de (8) se réduira alors, évidemment, à 


0 ! " n v(a+0,0,.. 0,2) 
| Pol QA 0,4 ... 0,4 | Oi , 


et le déterminant numérateur, pour 4 = O, 1, 2; ..., M, à 
l nYta+000:...0 x) 


0 1 n nat J) „u+ n 
| ?o4 g,a Ps 4 ei pia Fia Dh RS 2,4 1 Tnk 


On aura‘donc deu =oàn—n, 


0 ! (4 u—i AT U+-1 n 
oeat ag ae unie Fea gimt ... pra | Sa f 
(10) ei ana E 1 rii; u—t uH- n A l —,0; 1,2,. ss lj; 
l Po V1 E EEE A EA Que TES PrE 3 
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(4) 


et pour p—=n+Ii, 


(11) apy LRU LS AA APT GS e AEE DN 

[904 qe gaa aae PA | Paga ot 0 FL 

En transportant (10) et (11) dans la dernière (4) des équations (A), les 
coefficients du développement de F(a + 2), donné par cette équation, se- 
ront donc tous, à l'exception du dernier &,.,, indépendants de h (et 
de pri). 

» V. Si, maintenant, on pose x — a+ h et que l’on compare (1) à(x), on 
voit, en récapitulant les conditions de la question, que : 1° si Fx, p,æ, 
P2æ&,..., p,% et la fonction arbitraire ®,,,æx sont, ainsi que leurs y pre- 
mières dérivées (y Sn + 1), finies et continues de x =a àw = a + H, les 
n premières dérivées de Fx, 0,æ, 0,æ,..., o,x étant, d’ailleurs, finies et 
déterminées pour æ = 4, et Q4, £ étant nulle, ainsi que ses v premières dé- 
rivées pour æ =a; 2° si, de plus, les expressions (10) et (11) où l’on fera 
pox = 1 sont finies et déterminées, la relation (1) aura lieu de æ= a à 
x =a + H, les n + 1 coefficients constants &,, &,,..., Ap étant donnés par 
(10) où go% = 1 et le reste R ayant pour expression 


0 ! n vta+0,0,...0:z) 
K EIRG. Pa s. pa F Pre me LE GP 
(ra) -Re- a Pa (VE On 15 26e V) (Da X =). 
lgoa Pra ... qua | Pari 


Il ya alors y + 1 formes du reste. 
» L'application de ces formules à la série de Taylor donne précisément 
les résultats connus. » 


(g juin 1884.) 
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